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Faktorgraphen bilden eine Klasse probabilistischer graphischer Modelle, welche die 
Faktorisierung von Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen als bipartite Graphen 
abbilden [1, 2]. Eine solche Zerlegung kann genutzt werden, um Aussagen bedingter 
Unabhängigkeiten darzustellen und probabilistische Inferenzprobleme zu lösen. 
Dazu werden häufig sogenannte Max-Product und Sum-Product Algorithmen [3] 
verwendet, um Nachrichten auf den Kanten des Graphen zu berechnen, die eine 
effiziente Zusammenfassung aller vorangegangenen Nachrichten darstellen. So kann 
die Struktur des Graphen ausgenutzt werden, um Inferenzprobleme mittels der 
Übermittlung von Nachrichten zwischen den Knoten des Graphen effizient zu lösen 
bzw. zu approximieren.  

Weitere bekannte graphische Darstellungen wie Bayes’sche Netze, Hidden Markov 
Modelle und Markov Random Fields sind Spezialfälle von Faktorgraphen [3]. Folglich 
lassen sich in diesem Framework viele Algorithmen aus sehr unterschiedlichen 
Forschungsfeldern wie der Statistik, der Kodierungstheorie, dem Maschinellen 
Lernen und der Signalverarbeitung darstellen [4]. Viele dieser Algorithmen – darunter 
der Viterbi Algorithmus, die iterative Dekodierung von Turbo Codes, Low-Density 
Parity-Check Codes, Expectation Maximization, sowie das Kalman Filter – sind 
wegweisend für ihre Forschungsfelder. Eine Hauptmotivation der Forschung an 
Faktorgraphen stellt daher das Potenzial dar, viele vermeintlich heterogene 
Algorithmen in einem vereinheitlichenden graphischen Modell kombinieren zu 
können, um so ganzheitliche Lösungen für komplexe Probleme zu finden. In einer 
Faktorgraphen-Darstellung bieten Algorithmen zudem meist einen intuitiven Zugang, 
weshalb das Framework auch aus didaktischen Gesichtspunkten interessant ist. 

Der Vortrag zeigt daher zunächst, wie das Kalman Filter mittels Faktorgraphen 
dargestellt werden kann [1]. Der entsprechende Faktorgraph ist in Abbildung 1 
dargestellt. Kombiniert mit der Darstellung des Expectation Maximization 
Algorithmus‘ mittels Faktorgraphen [5] lässt sich das Kalman Filter zu einem Ansatz 
für die Identifikation nicht-linearer Systeme in Form affin linear parameter-
veränderlicher Darstellungen [6] erweitern. Die graphische Formulierung macht dabei 
eine rekursive Implementierung des Algorithmus‘ offensichtlich, die es erlaubt sowohl 
bekannte Parameterabhängigkeiten zu berücksichtigen, als auch langsamere 
unbekannte Veränderungen von Parametern zu verfolgen [7]. 
 



 

Abbildung 1 - Darstellung des Kalman Filters/Smoothers als Faktorgraph. 

Weiterhin zeigt dieser Vortrag auf, inwiefern graphische Modelle in der Form von 
Faktorgraphen auch im Zusammenhang mit der Regelung nützlich sein können. So 
wird eine stochastische Interpretation optimaler Regelung [8] mittels Faktorgraphen 
präsentiert, auf Basis derer eine Reihe klassischer Ergebnisse hergeleitet werden 
können. Unter anderem, erlaubt es der probabilistische Ansatz hier zudem, die 
Varianz des durch einen Kalman Filter geschätzten Zustandes in der Regelung zu 
berücksichtigen. Weiterhin bietet eine einfache Reinterpretation der Faktorgraphen-
Darstellung die Möglichkeit zur Implementierung iterativ lernender Regelungs-
konzepte. Beispielhaft werden zudem Erweiterungen auf Basis einer Faktorgraphen-
Darstellung des Expectation Maximization Algorithmus‘ erläutert, die es erlauben, die 
Sequenz optimaler Stellgrößen zu regularisieren [9]. 

Der zugrundeliegende Message Passing Ansatz verspricht neben zahlreichen 
Optionen zur Kombination von Algorithmen vor allem die Möglichkeit, Algorithmen 
auf natürliche Weise in separate Recheneinheiten zu modularisieren, um so neue 
Ansätze für Algorithmen zur verteilten Schätzung und Regelungen zu finden. 
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1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

Graphische probabilistischeModelle
Darstellung bedingter Unabhängigkeit (Loeliger 2004)
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Visualisierung der Faktorisierung von
f (u,w , x , y, z) =
f1(u) f2(w) f3(x ⋃︀ y, z) f4(y ⋃︀ x) f5(z ⋃︀ x)

Vorteile von Forney-style Faktorgraphen
∎ Geeignet für hierarchische Modellierung
∎ Einfachste Formulierung der Summary-Product Message

Passing Regeln

C. Hoffmann (Inst. für Medizinische Elektrotechnik) Regelung/Schätzung auf Faktorgraphen 23. Februar 2017 4 / 22

1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

Message Passing auf Faktorgraphen
Ein einheitlicher Ansatz für eine Vielzahl praktischer Algorithmen

+ + + +

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

Abbildung: Faktor Graph eines LDPC Codes (Kschischang, Frey und Loeliger 2001)

Viele Problemklassen sind als statistische Inferenzprobleme interpretierbar
∎ Filterung und Smoothing (z.B. der Kalman oder Modified Bryson–Frazier Smoother (Kalman 1960))
∎ Fehlerkorrigierte Dekodierung (z.B. der Viterbi Algorithmus (Viterbi 1967))
∎ Iterative Dekodierung (z.B. Turbo codes, Low-density parity-check codes, ... (Tanner 1981))
∎ Parameterschätzung (z.B. Expectation Maximization (Dempster, Laird und Rubin 1977))
∎ Regelung (z.B. Linear Quadratic Gaussian Control(Kwakernaak und Sivan 1972))
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1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

Berechnung von Randwahrscheinlichkeiten
Idee der Summary-Product Messages

Ziel: Berechnung von f̄k(xk) = ∬
x1 , . . . , xn
außer xk

f (x1 , . . . , xn) dx1⋯dxn

f1 f2 f3

f4

x1

x2

x3

x4

x5

→µ 1 →µ 2
→µ 3

←µ 3 →µ 4
←µ 5

Berechnung mittels Sum-Product Algorithmus:

f̄ (x3) = ∬
x1 ,x2

→µ 1(x1)(︁⌊︂⌊︂⌊︂[︂⌊︂⌊︂⌊︂(︂
f1(x1) f2(x1 , x2 , x3)

→µ 2
↓

1 dx1dx2
)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

→µ 3(x3)

∬
x4 ,x5

f3(x3 , x4 , x5)
→µ 4(x4)(︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂[︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂(︂
f4(x4)

→µ 5
↓

1 dx4dx5
)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

←µ 3(x3)
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1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

Gaußsches Message Passing
Message Passingmit deterministischen Funktionen

fNX
X Z

x

p(x) →σ
2
X

→mX
z

p(z) →σ
2
Z = A→σ

2
XA

⊺
+
→σ
2
Y

→mZ = A→mX +
→mY

f (x) = δ(z − Ax + y) ⇐⇒ z = Ax + y

∎ Tabellierung von Message Passing Regeln für Verteilungsparameter
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1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

Faktorgraphenmit Zyklen
Beispiel: Konsens-Algorithmen via Loopy Belief Propagation (Moallemi und van Roy 2006)

0 2 4 6 8
0

50

100

150

200

k

Standard Konsensprotokoll

Konsens per Faktorgraphen

Alternative: «Consensus Propagation»
∎ Spezialfall des Sum-Product Algorithmus
∎ Kann auch asynchron ausgeführt werden

∎ Auf regulären Graphen:
∎ Schnellere Konvergenz als gewöhnliche, lineare und

synchrone Konsensprotokolle
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1 Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

LPV-Systeme und Gaußsches Message Passing Framework

∎ Allgemeine Form eines linear parameter-veränderlichen (LPV) Systems:

G∆ ∶

)︀
⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀
⌋︀
⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀
]︀

⌊︀xk+1yk
}︀=⌊︀A (∆k) Bu (∆k)

Cy (∆k) Dyu (∆k) }︀⌊︀xkuk
}︀

∆k ∈ ∆,

Lineare Struktur der Modelle: Erhaltung der Gaußschen Form

Extended Kalman Filter: LPV-Darstellung

Parameterschätzung: Strukturierte Vorannahmen
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

ExpectationMaximization Algorithmus
(Dempster, Laird und Rubin 1977)

0 2 4 6 8
0

1

2

3

4

Kostenfunktion
ln ( f (z ⋃︀ θ))

Untere
Schranke
q(θ ⋃︀ θ( j)))

Derzeitige
Schätzung

θ̂( j)

Nächste
Schätzung

θ̂( j+1)

θ

f (z ⋃︀ θ)

Optimierungsziel: Finde θ̂ ≜ argmax
θ

f (z ⋃︀ θ) = argmax
θ

ln ( f (z ⋃︀ θ))

Expectation-Schritt: Q (θ ⋃︀θ̂( j)) = EpX (︀ln ( f (X , Z⋃︀θ))⌋︀
«Berechung der Verteilung laten-
ter Variablen als Funktion von θ ,
gegeben θ̂( j) »

Maximization-Schritt: θ̂( j+1) = argmax
θ

Q (θ ⋃︀θ̂( j)) «Verbesserung der
Modellparameter »

C. Hoffmann (Inst. für Medizinische Elektrotechnik) Regelung/Schätzung auf Faktorgraphen 23. Februar 2017 10 / 22



2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

EM-basierte Schätzung von LPV-Systemparametern
(Hoffmann, Isler und Rostalski 2017)

∆̃k

A(ΘAk ). . . . . .

ΘAk

ΘA,k

∎ Expectation Maximization auf Faktorgraphen für lineare Systeme (Dauwels, Korl und Loeliger 2005)
∎ Vektorisierung der Faktor-Matrix in einen Parametervektor:

→mΘ ≜ rvect (A)
∎ Schätzung des Faktors erfordert Marginalisierung der anliegenden Variablen X und Y .
∎ Hochwärtige Gaußsche EM-Message Update Regeln:

←
WΘ = WY⊗(VX +mXm⊺X),
←
ξ Θ = (WY⊗I) cvect (VXY⊺ +mXm⊺Y)

mit VXY⊺ =

→
VXA⊺ (

→
VY +

←
VY)

−1 ←
VY .

∎ Verwendung von cvect(MN) = (N⊺
⊗I)cvect(M)

∎ Faktorisierung:

θAk = cvect (A (∆k)) = cvect ()︀A B∆⌈︀ ]︀
I

∆kC∆
{︀) = ⌊︀]︀

I
∆kC∆

{︀

⊺
⊗Inx }︀

)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

∆̃k

cvect ()︀A B∆⌈︀)
)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

EM-basierte Schätzung affiner LPV-Systeme
Message Passing Schedules (Hoffmann, Isler und Rostalski 2017)
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∎ Offline Message Passing Schedule zur Identifikation des Systems
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

EM-basierte Schätzung affiner LPV-Systeme
Message Passing Schedules (Hoffmann, Isler und Rostalski 2017)
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∎ Online Message Passing Schedule zur rekursiven Identifikation des Systems
∎ «Forgetting Factor» λ degradiert vergangene Informationen
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

EM-basierte Identifikation affiner LPV-Systeme
Numerisches Beispiel - Rekursive Schätzung (Hoffmann, Isler und Rostalski 2017)
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) ∎ Bilineare Systemdynamik

∎ Zusätzlich langsam zeit-variable nominelle Systemmatrix

A(k) = ⌊︀0.5 ⋅ cos (
kπ
250 ) 1.1

0.2 0.3}︀

∎ Eigenwerte der Systemmatrix A
∎ Wahre Werte ( )
∎ Geschätzte Werte ( )
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

Regularisierte Eingangsschätzungmittels Faktor Graphen
Schätzung unbekannter Eingangsvarianz (Loeliger u. a. 2016)

Mittelwertfreie
Normalverteilung mit
unbekannter Varianz (NUV)
NUk−1 ∼ NV(0, σ2Uk−1 )
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A + + =
B

C

+
NDk

σUk−1

NU′′k−1

Nσ̃Uk−1

NZk

NIk−1

U′′k−1σ̃Uk−1

X′k−1 X′′k−1 X′′′k−1

Uk−1

U′k−1 Xk
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A . . .
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∎ Nur wenn die Abweichungen zwischen Messwert und prädiziertem Zustand nicht mehr durch Rauschterme zu
erklären sind, wird eine Varianz σ 2Uk−1 ≠ 0 geschätzt.
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

Faktorgraphen für die Signalverarbeitung
Beispiel: Change Point Detection auf sEMG-Signalen

9 10 11 12 13 14 15 16
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t [s]

Spannung (︀µV⌋︀

sEMG Rohdaten

Elektr. Akt. Zwerchfell (Edi)

Aktivität

∎ Schätzen der Eingangsvarianz zur Detektion von Aktivität
∎ Daten aufgenommen von Giacomo Bellani, University of Milan-Bicocca, Monza, Italien
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2 Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

Verteilte und «Mix &Match» Algorithmen

. . . KF(i)k = KF(i)k+1 = . . . KF(i)k+1+N = . . .

. . . KF( j)k
= KF( j)k+1

= . . . KF( j)k+1+N
= . . .

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮

∎ Verteilte Implementierung durch «Schnitt» an beliebiger Kante

∎ Kombination geeigneter Algorithmen imMessage Passing Framework:
∎ Kalman Filterung oder Lineare Quadratische Regelung
∎ Expectation Maximization (Dempster, Laird und Rubin 1977)
∎ Expectation Propagation (Minka 2001)
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3 Regelung mittels Faktorgraphen

1. Faktorgraphen und Gaußsches Message Passing

2. Message Passing für Zustands- und Parameterschätzung

3. Regelung mittels Faktorgraphen

4. Zusammenfassung
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3 Regelung mittels Faktorgraphen

Lineare optimale Regelung auf Faktorgraphen
Dynamische Programmierungmittels Message Passing (Hoffmann und Rostalski 2017)

System

Kosten

Kosten

fk−1(⋅) = δ(xk − Ax′k−1 − Buk−1)

NX0

A +

B

NU0

=

NZ1

A +

B

NU1

. . . =

NZN−1

A +

B

NUN−1

NXN

f0 f1 fN−1

∎ Interpretation des Max-Product Algorithmus zur Optimierung einer quadratischen Kostenfunktion:
∎ Form der Gaußschen Wahrscheinlichkeitsdichte führt zu quadratischem Kostenterm

∎ Interpretation der A-Priori Wahrscheinlichkeiten:
∎ Gewichte entsprechen Bestrafung von Abweichungen vom angenommenen Arbeitspunkt
∎ Gewichte bestimmen die gewünschte Konfidenz eines Arbeitspunktes

µ̄Uk−1(uk−1) = →µUk−1(uk−1)∬ ∞

−∞

fk−1(⋅)δ(x′k−1 − →mXk−1) exp{− 12 x′⊺k−1Qx′k−1 
× exp{−Vk(xk)} dx′k−1dxk= exp{− 12 (u⊺k−1Ruk−1 − →m⊺

Xk−1Q
→mXk−1) − Vk(A→mXk−1 + Buk−1)}
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3 Regelung mittels Faktorgraphen

Iterativ lernende lineare optimale Regelung auf Faktorgraphen
Einfache Interpretationmittels Faktorgraphen (Hoffmann und Rostalski 2017)
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3 Regelung mittels Faktorgraphen

Regularisierte optimale Regelungmittels Faktor Graphen
Beispiel: Regularisierte Stellgrößen in der Regelung (Hoffmann und Rostalski 2017)
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(a) Linear Optimale Regelung
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(b) Regularisierte Lineare Optimale Regelung
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4 Zusammenfassung
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4 Zusammenfassung

Zusammenfassung

Vielfältige Anwendungsmöglichkeiten für probabilistische graphische Modelle

Effiziente Algorithmen durch explizite Ausnutzung der Problemstruktur

Verteilte Implementierung durch Message Passing Ansatz

Einfache Herleitung neuer Algorithmen im Stile des «Mix & Match»
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4 Zusammenfassung
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